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Resumo. Neste trabalho estudou-se os efeitos de um jato incidente sobre uma placa plana
aquecida, utilizando-se a técnica de elementos espectrais. Jatos incidindo sobre superfícies
aquecidas produzem altas taxas de transferência de calor e/ou massa e, por isso, são
largamente empregados industrialmente. O uso de jatos em processos de aquecimento,
resfriamento ou secagem são encontrados em várias aplicações, das quais destaca-se:
secagem de papel; têmpera de vidro; aquecimento (resfriamento) de metais; resfriamento de
palhetas de turbinas e componentes eletrônicos e combustão em meio catalítico. O
escoamento do jato foi considerado bidimensional, turbulento e compressível. Desenvolveu-
se um programa computacional capaz de descrever o comportamento qualitativo das
estruturas do escoamento e levantar informações quantitativas sobre os parâmetros de troca
de calor entre a placa aquecida e o fluido, em função das condições de aquecimento da placa
e da velocidade de entrada do jato. Os resultados apresentados descrevem o comportamento
da distribuição do número de Nusselt local na placa aquecida. Adicionalmente, realizou-se
uma análise sobre as estruturas que predominam no escoamento. Constatou-se que mesmo
para escoamentos com grandes valores de Reynolds e de Mach, as estruturas predominantes
são de grandes escalas, e completamente coerentes mesmo para o caso em que o fluido
encontra-se bastante confinado.

Palavras-chave: Escoamentos de jatos, Escoamentos turbulentos e compressíveis, Simulação
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1. INTRODUÇÃO

Os trabalhos publicados recentemente indicam um crescente interesse no estudo de jatos
incidentes. Nas pesquisas apresentadas, na literatura, têm-se preocupado em analisar as
características de transferência de calor e massa, tanto em um conjunto de jatos incidentes
como em único jato, além de analisar a influência da forma com que o fluido utilizado é
descartado para o ambiente.

Uma revisão sobre escoamentos de jatos incidentes revela a existência de um grande
número de trabalhos que investigam os vários aspectos envolvidos na mudança da estrutura
do escoamento. Os resultados destes trabalhos estão resumidos nos artigos publicados por



Martin (1977) e no trabalho de Downs e James (1987). Os trabalhos citados incluem
descrições dos diversos parâmetros que influenciam a troca de calor ou de massa em jatos
incidentes. Estes parâmetros podem ser classificados em geométricos e não geométricos. Os
parâmetros geométricos mais importantes são: o diâmetro do bocal do jato (db

*), a distância
entre o bocal do jato e a placa aquecida (LyT

*, “spacing”), a forma da seção transversal do jato
(cilíndrica, retangular, oval), o ângulo de incidência do jato, a curvatura da superfície da
placa, a rugosidade da superfície, o comprimento da placa (LyT

*) e a espessura da região de
expansão do jato (Ly1). E os parâmetros não geométricos pode citar: o número de Reynolds
“Eq.1”, a temperatura da placa (θp

*) a temperatura de entrada do fluido (θp
*) e a intensidade

de turbulência inserida no escoamento. Na “Fig. 1” mostra-se alguns dos parâmetros
geométricos mais importantes no estudo de jatos incidentes sobre placas aquecidas, nesta
figura δT e δM representam as espessuras das camadas limites térmica e de momento,
respectivamente.
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Figura 1 - Diagrama esquemático de jatos incidentes (Detalhes geométricos).

Stevens e Webb (1991) estudaram a troca de calor em jatos líquidos, analisando os efeitos
causados pela variação da razão entre o diâmetro do jato e a distância do bocal do jato à placa
sólida e a razão entre a distância radial do ponto de estagnação e o diâmetro do jato,
estabelecendo-se um conjunto de correlações entre o número de Nusselt e estes parâmetros
geométricos. Neste trabalho, percebeu-se que o número de Nusselt varia proporcionalmente a
Re1/3, onde Re é o número de Reynolds baseado no diâmetro do jato definido na equação que
se segue:

ν⋅⋅π
⋅=
d

Q4
Re                                                                                                                     (1)

onde Q é a taxa de escoamento volumétrica, d é o diâmetro do jato e ν é a viscosidade
cinemática.

Além do mais, na região de 0 ≤ r/d ≤ 0,75, o coeficiente de transferência de calor local
manteve-se constante. A variação da distância do bocal à placa pouco interferiu no coeficiente
de troca de calor. Percebeu-se, também, que o diâmetro do bocal tem influência sobre o
coeficiente de transferência de calor e que esta dependência foi estabelecida em termos do
gradiente da velocidade da corrente livre, e nestes casos, o termo v/d foi introduzido na
correlação, onde v é a velocidade de corrente livre.

Zumbrunnem e Aziz (1993) investigaram a troca de calor em jatos líquidos pulsantes,
também conhecidos como intermitentes. Tais jatos intermitentes podem ser caracterizados
pelo número de Strouhal que é dado pela equação abaixo:
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onde w é o diâmetro do bocal, fex é a freqüência da força de excitação dos jatos pulsantes e

NV  é a velocidade média aritmética na saída do vocal. Neste trabalho, estudou-se os efeitos
provocados pela intermitência dos jatos sobre a transferência de calor convectivo. Dentre as
variáveis analisadas, podem-se destacar o tempo, a freqüência dos pulsos e a velocidade do
jato. O principal resultado obtido foi que a intermitência dos jatos pode aumentar a
transferência de calor convectivo, se a freqüência dos pulsos for suficientemente alta (f ≈ 86
Hz), e que quanto maior for a amplitude do pulso de excitação do jato, menor serão os efeitos
turbulentos e a intensidade de troca de térmica.

Liu et al. (1993) examinaram os efeitos da tensão de superfície entre o ar e o jato líquido,
a qual pode provocar mudanças sobre a forma da superfície livre do jato, sobre o gradiente de
velocidade radial e sobre a zona de estagnação da camada limite. O número de Weber
caracteriza uma relação entre a magnitude da tensão de superfície (ar/água) e da pressão
dinâmica e é dado nesta referência pela seguinte equação:
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f
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onde d é o diâmetro do jato, ρ é a densidade do líquido, σ é a tensão superficial do ar no
líquido, no caso a água e fu  é a velocidade de entrada do jato. Dentre os resultados obtidos
neste estudo, destaca-se, de uma forma geral, a verificação do aumento significativo de
pressão na região de estagnação para We infinito. Contudo para jatos pequenos (r/d<0.25) e
turbulentos o efeito da tensão superficial pode ser negligenciada.

O estudo de jatos líquidos tem sido motivado, nas aplicações de resfriamento de
componentes eletrônicos, com altas taxas de geração de calor, incidindo em pequenas
superfícies aquecidas Slayzak et al.(1994). Os resultados ressaltam que o máximo coeficiente
de troca térmica é encontrado para jatos circulares e para Re ≅  4000, onde Re é dado pela
“Eq.(1)”.

Martin (1977) em seu extenso trabalho de revisão também menciona, sem apresentar
dados numéricos, que a presença de uma componente circunferencial na velocidade de um
jato incidente não produz alterações significativas na troca de calor ou massa. No entanto,
Ward e Mahmood (1982), apresentam conclusões opostas às de Martin (1977), indicando que
a presença do escoamento espiralado reduz, significativamente, a troca de calor ou massa.
Este trabalho é limitado, pois, o mesmo apresenta resultados de troca de calor local para
apenas um valor do número de Reynolds do jato. Adicionalmente, neste trabalho é
apresentada uma correlação para o número de Nusselt médio em função da distância
adimensional do jato à placa, do número de Prandtl, do número de Reynolds e da intensidade
do escoamento espiralado. A precisão desta correlação deve ser verificada, visto que ela foi
construída com dados de apenas dois valores do número de Reynolds.

Realizou-se ao longo desta seção a apresentação de alguns problemas típicos de jatos
incidentes apresentados na literatura, os quais apresentam fortes relações com problemas
tecnológicos. Contudo, pretendeu-se ao longo desta descrição evidenciar os vários fatores que
interferem na estrutura do escoamento e principalmente, na caracterização da troca de calor
entre a placa e o escoamento. Esta revisão é bastante limitada, contudo, ela permitirá situar o
leitor dentro do contexto da pesquisa realizada.



O presente trabalho teve como objetivo principal estudar os efeitos de um jato incidente
sobre uma placa plana aquecida, utilizando a técnica de elementos espectrais em um problema
que envolve coordenadas curvilíneas.

Na etapa atual da pesquisa serão estudadas as estruturas dos escoamentos em função da
temperatura da placa sólida, em função do número de Reynolds (e Mach). De forma
semelhante será observado o comportamento dos parâmetros de troca de calor em função,
também, da temperatura da placa sólida e do número de Reynolds (e Mach).

2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

Como observado na seção anterior, trata-se, neste trabalho, do estudo das características
de transferência de calor em um jato de ar que incide, a alta velocidade, sobre uma placa
aquecida. Para tal, deve-se proceder uma série de cálculos através das equações de
conservação (massa, momento e energia) e equações constitutivas que são acopladas pelas
condições de contorno e iniciais, além das equações de interface para cada balanço. Contudo,
para que se proceda os cálculos desejados, faz-se necessária a montagem prévia de uma malha
estruturada sobre o domínio em questão. Esta discretização estruturada caracteriza-se pelo
fato dos volumes elementares serem formados por linhas (ou superfícies) curvilíneas. Então é
necessário, dependendo da geometria do domínio de cálculo, gerar um sistema de
coordenadas curvilíneas que se adapte a esta geometria. A primeira questão que surge é
quanto à natureza do sistema de coordenadas: ortogonal ou não-ortogonal. A grande vantagem
do sistema ortogonal está na aplicação das condições de contornos que envolvem as derivadas
normais das funções na fronteira. Neste caso, a derivada normal da função está relacionada
com apenas uma das coordenadas, simplificando consideravelmente o processo de cálculo.

Um outro problema está no fato que as equações de conservação estão definidas em
coordenadas cartesianas que se aplicadas no sistema de coordenadas curvilíneas podem
acarretar erros de aproximação a níveis inaceitáveis. Além do mais, o pacote numérico que
resolve as equações é baseado no método dos elementos espectrais da colocação. Esta técnica
exige a determinação prévia de pontos de colocação na malha, e também, que as superfícies
que determinam as interfaces dos elementos sejam planas.

Por isto, faz-se necessário trabalhar com um domínio físico (x,y) e outro computacional
(ξ,η), sendo o primeiro um sistema de coordenadas curvilíneas e o segundo um sistema de
coordenadas cartesianas, sendo que, o último relaciona-se com o primeiro, através de
equações elípticas de transformação de coordenadas Maliska (1995).

Neste trabalho utilizou-se equações de conservação (massa, momento e energia total) na
forma vetorial, adimensional e bidimensional (x,y) e ainda desprezou-se a influência das
forças de campo.

Os grupos adimensionais usados para a adimensionalização estão apresentados abaixo,
onde a presença do sobre-índice * mostra a grandeza dimensional e a ausência deste sobre-
índice mostra as grandezas adimensionais:
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2.1. Equações Constitutivas

Para obter o fechamento do sistema de equações, faz-se necessário estabelecer uma relação entre
as variáveis termodinâmicas Pk (campo de pressão), ρk (densidade do fluido), θk (temperatura) e Ek

(energia total=energia cinética +energia interna), assim como estabelecer uma relação entre os
parâmetros de transporte µk (viscosidade do fluido) e kk (condutividade térmica do fluido), em função
da temperatura. Portanto, o campo de pressão foi calculado através da equação de estado para gases
perfeitos, conforme demostrado em Silva Júnior (1998). Para calcular as propriedades de transporte
em função da temperatura ao longo do escoamento, utilizou-se a fórmula de Sutherland para a
viscosidade dinâmica e para a condutividade térmica, onde as constantes c1, c2, s1 e s2 são dadas em
(White, 1988):
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O sub-índice k refere-se ao elemento de cálculo para uma determinada propriedade.

2.2. Condições de Contorno e Iniciais

Para realizar os cálculos sobre as equações de conservação acima citadas, deve-se definir as
condições de contorno e condições iniciais que completam as informações necessárias para o cálculo
das equações de balanço acima citadas.

Portanto, as seguintes condições de contorno serão aplicadas, as quais são adimensionalizadas
utilizando os grupos anteriormente especificados e apresentadas na seguinte ordem: na entrada do
bocal, nas bordas externas do escoamento e na interface placa-jato.

Na região de entrada do jato definiu-se um perfil parabólico para o vetor velocidade, dado pela
equação adimensional de um escoamento completamente desenvolvido, denominado de Hagen-
Poiseuille (White 1988):
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onde rb é o raio do bocal adimensionalizado por LxT
*/2.

Considera-se, também, nesta região um perfil uniforme para a temperatura e a pressão do tipo
**

k ∞θ=θ  e **
k PP ∞= , respectivamente. Similarmente, adota-se as propriedades físicas uniformes para

essa região: **
k kk ∞= , **

k cpcp ∞=  e **
k ∞µ=µ . Contudo, a densidade *

∞ρ  é determinada pela
equação de estado para gases perfeitos explicitando agora a densidade.

Nas regiões envolvendo as bordas externas do escoamento assume-se que todas as propriedades
são mantidas constantes.

Na região de interface entre a placa e o jato assume-se que as componentes do vetor velocidade
são nulas e que o campo de pressão é ajustado iterativamente no tempo. Contudo, o campo de
temperatura é definido como condição de temperatura constante sobre toda a placa.

As condições iniciais usadas serão agora expostas as quais referem-se ao campo de pressão, ao
campo de temperatura e para o campo de velocidade.

Campo de pressão foi considerado constante em todo o domínio. A temperatura na placa foi
considerada constante e impõe-se numa região muito próxima da placa uma diminuição exponencial
do perfil de temperatura e ainda, nas demais regiões adotou-se temperatura de entrada do jato. No que



diz respeito as componentes da velocidade fez-se a componente horizontal (u) igual a zero e a
componente vertical (v) igual ao valor da velocidade de entrada do jato.

2.3. Procedimentos de Cálculo

Para a solução da maioria dos problemas de dinâmica dos fluidos é necessária a resolução de um
sistema de equações diferenciais parciais não lineares. A resolução deste sistema só se torna possível
através de métodos numéricos apropriados. Alguns aspectos importantes sobre os métodos numéricos
mais utilizados na literatura foram discutidos em Fernandes (1998) e Silva Júnior (1998). Para escolher
uma das técnicas existentes, deve-se levar em consideração aspectos físicos importantes do problema e
as limitações das máquinas de cálculo.

Neste trabalho usou-se o método espectral para a solução de equações diferenciais parciais, onde
apenas a discretização espacial é espectral. Sendo assim, para se obter uma solução estacionária estável,
separa-se completamente as discretizações no tempo e no espaço. Primeiro discretiza-se os termos
espaciais, obtendo-se desta forma uma equação diferencial ordinária no tempo.

O método numérico utilizado para discretização espacial das equações é o método de elementos
espectrais da colocação, com polinômios de Chebyshev, cujos coeficientes no espaço transformado são
calculados através da técnica de multiplicação de matrizes. O método de Runge-Kutta de ordem 4 é
aplicado para a discretização temporal das equações de conservação.

3.ANÁLISE DOS RESULTADOS

3.1.Análise das Estruturas dos Jatos Obtidos na Simulação Numérica

Na “Fig.2” está mostrada a evolução do campo de densidade onde adotou-se os seguintes
parâmetros: Re=3,1744x105, M=1,1521, θp=1000 K e θ∞=300 K, onde Re é o número de
Reynolds e M é o número de Mach dado pelas “Eqs. (24) e (25)”, respectivamente:

*

*
b

**
* dU

Re
∞

∞∞

µ
⋅⋅ρ

= ; 
**

*

R

U
M

∞∞

∞

θγ
=                                                                     (24,25)

onde U∞
* é a velocidade de entrada do jato, γ∞

* é o coeficiente de expansão térmica, R é a constante
particular dos gases e θ∞

*
 é a temperatura de entrada do jato e µ∞

* é a viscosidade do ar à θ∞
*.

Na “Fig 2” observa-se nos gráficos (a) à (d) uma região de baixa densidade ao longo da placa
aquecida e uma distribuição de densidade com valores relativamente maiores, nas regiões distantes da
placa e no duto vertical. Este fato pode ser explicado pela alta temperatura da placa aquecida que impõe
um alto gradiente negativo de densidade nas proximidades da mesma, dando origem à formação nítida
de vórtices que expandem-se equilateralmente. A formação destes vórtices deve-se, basicamente, a dois
fatores: o choque do jato com a placa que causa uma forte desaceleração do escoamento nesta região e a
intensa troca de calor com a placa aquecida. Portanto, observa-se nitidamente na “Fig. 2” que o campo
de densidade evolui ao longo do tempo, formando, inicialmente, uma grande estrutura coerente que se
propaga em direção à saída do domínio e saindo no gráfico (f) da “Fig.2”. Este vórtice ocupa,
praticamente, toda a região de escape do domínio do escoamento, o qual, claramente, propaga-se ao
longo do canal de saída, até ocorrer a sua dissipação na saída do domínio.

Contudo, evidencia-se na “Fig. 2” o transporte de estruturas complexas periódicas formadas na
região de choque, como pode ser nitidamente observado no gráficos de (h) à (j). Observa-se então, que à
medida com que o escoamento tende a um regime, para as condições simuladas, forma-se uma região
próxima da placa em que evidencia-se a formação de uma camada de mistura espacial.
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Figura 2 - Evolução do campo de densidade (Re=3,1744x105, M=1,1521, θp=1000K,
θ∞=300 K). Onde (a) t*=0,0006s, (b) t*=0,0031s, (c) t*=0,0094s, (d) t*=0,0188s, (e)
t*=0,0312s, (f) t*=0,0375s, (g) t*=0,0625s, (h) t*=0,0688s, (i) t*=0,0875s e (j) t*=0,1188s.
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3.2. Análise do Número de Nusselt Local

A análise para os perfis do número de Nusselt será feita com base em dois parâmetros: o número
de Reynolds e a temperatura da placa refletora. Nas “Figs 3 e 4” trata-se dos perfis do número de
Nusselt para a variação do número de Reynolds e da temperatura da placa, respectivamente.

De forma geral o que se observou foi uma diminuição dos patamares dos perfis do número de
Nusselt ao se aumentar o número de Reynolds. A “Eq. (26)” mostra a equação para o número de
Nusselt local usada no problema.
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Conforme observado na “Fig. 3” os patamares dos perfis do número de Nusselt, de forma geral,
diminui com o aumento do número de Reynolds. Este fato pode ser explicado fazendo-se uma análise
dos dois parâmetros que interferem diretamente no valor assumido pelo número de Nusselt em cada
posição. Estes parâmetros são: o coeficiente de condutividade térmica e o coeficiente de transferência
de calor por convecção, observação esta, tirada da “Eq. (26)”. Observa-se que ao aumentar o número
de Reynolds, maiores componentes de velocidade do escoamento na região da camada limite são
obtidas e com isso, é realizado um maior transporte de energia térmica da placa para o fluido, a qual é
rapidamente transportada para o escoamento externo, na região central do canal de saída do jato. Este
aspecto do transporte de energia faz com que ocorra uma maior homogeneização de energia térmica
no escoamento do jato no canal de saída deste, e com isso maiores temperaturas serão atingidas pelo
fluido nas regiões da camada limite e, principalmente, nas zonas bem próximas da placa sólida,
caracterizando um pronunciamento de aumento da convecção nesta região. Por outro lado, com o
aumento da temperatura nas proximidades da placa sólida, também, ocorre um aumento na
condutividade térmica do fluido nesta zona. Portanto, pode-se afirmar que com o aumento no número
de Reynolds ocorre um aumento no coeficiente de transferência de calor por convecção e um aumento
na condutividade térmica do fluido nas proximidades da placa sólida.

Figura 3 - Evolução do número de Nusselt em função do número de Reynolds paro o
tempo dimensional de 0,050s (a) e 0,125s(b).

Estes dois fatores contribuem inversamente sobre os valores assumidos pelo número de
Nusselt, ou seja, o aumento do coeficiente de transferência de calor por convecção faz com o
número de Nusselt aumente e um aumento do coeficiente de condutividade térmica do fluido
faz com o número de Nusselt diminua, conforme mostrado pela “Eq.(26)”. Portanto, o que
deve ser observado é qual destes fatores interferem de forma mais intensa no número de



Nusselt, quando o número de Reynolds aumenta. Neste trabalho como as temperaturas na
placa aquecida são relativamente altas (1000 K) acarretando nas proximidades da placa um
aumento no valor da condutividade térmica muito maior do que o aumento no coeficiente de
convecção.

Uma segunda análise pode ser feita na que diz respeito à influência da temperatura da
placa sobre o comportamento do número de Nusselt local. Este aspecto pode ser observado na
“Fig. 4”, nestes gráficos mostra-se os resultados obtidos na simulação de 3 casos distintos
onde as temperaturas da placa, para cada caso, foram de 1000, 800 e 600K, para dois tempos
distintos (0,050s e 0,125s). A influência do aumento da temperatura da placa sólida aquecida
atua no sentido de aumentar intensidade do número de Nusselt médio, pois a diminuição da
temperatura da placa faz com que ocorra uma diminuição da temperatura do fluido na região
da camada limite, consequentemente, diminuindo a condutividade térmica do fluido. Isto
causa um aumento no número de Nusselt. Por outro lado, a diminuição da temperatura da
placa sólida deverá diminuir a energia que é absorvida pelo fluido, induzindo menores
temperaturas no fluido nas proximidades da placa, mas, também, induzindo menores
gradientes de temperatura, nas proximidades da placa. Assim, se observar a “Eq. 26”, pode-se
conjeturar que nas proximidades da placa ocorre uma diminuição no coeficiente de
transferência de calor por convecção, o qual, em contrapartida, deverá interferir com maior
intensidade no número de Nusselt que o aumento causado neste pela condutividade térmica do
fluido.

Figura 4 - Perfil do Número de Nusselt para diferentes temperaturas da placa, t*=0,1667
segundos, para Re=2,3808x105 e M=0,86411.
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NUMERIC SIMULATION OF COMPRESSIBLE JETS OF AIR IMPINGING ON A
HEATED FLAT PLATE

Abstract

In this work it was studied the effects of an incident jet on a heated flat plate, using the
technique of spectral elements. It is known that the impinging jets on heated solid surfaces
produces high rates of transfer of heat or of mass and that, they are used broadly in the
industries involving chemical processes. The use of jets in the processes of heating, cooling or
drying is found in several applications, in which are stand out: drying of paper and fabric;
glass temper; heating and cooling of metals; cooling of brades of turbines and of electronic
components and combustion in a catalytic lit. In this study, the flow of the jet was considered
two-dimensional, turbulent and compressive. A computational code was developed that was
capable to describe the qualitative behavior of the flow structures and to give some
quantitative information of the heat transfer parameters between the heated flat plate and the
fluid, in function of the conditions of heating of the plate and of the geometric parameters that
characterizes the flow domain. The presented results describe the behavior of the local
Nusselt number in function uniform distribution temperatures, in the heat flat plate that was
fixed on the flat plate. In addition, it took place a detailed analysis of the structures that
prevail in the flow. It was verified that even for flow with great numbers of Reynolds and of
Mach, the predominant structures are large scales, and completely coherents, even for narrow
channels of discharges of the flow, where the fluid is quite confined.

Keywords: Jet flow, Turbulent and compressible flow, Numerical simulation spectral element
method.


